En esta seccion se exponen los proyectos que los estudiantes, organizados en equipos de
tres, tendran que realizar a lo largo de esta unidad didactica. Estos proyectos pretenden
orientar al estudiante para que construya algunos de los significados mas importantes a los
que remite la nocién de funcion cuadratica, verbigracia, aquellos fendmenos o procesos en
los que se busca su optimizacion. Bajo esta orientacion, se plantea un problema de esta
naturaleza, es decir, un problema que puede modelarse con una funcién cuadratica, con lo
que al irlo desarrollando los estudiantes se van viendo involucrados en los elementos
generales de una funcion: su dominio, rango y regla de correspondencia, ademas de las
caracteristicas propias de las funciones polinomiales de segundo grado, a saber, que son
el modelo basico para optimizar procesos.

Estos proyectos son planteados a los estudiantes en cualquier lugar de esta unidad
didactica (fase de inicio o desarrollo) y su evaluacion se hara al final de la unidad didactica
con la exposicion del mismo, por equipo, a sus demas compaferos. El proyecto sera
supervisado todo el tiempo por el profesor, con lo que tendra la oportunidad de ir viendo el
avance de sus estudiantes a lo largo del desarrollo de esta unidad didactica.

Actividades para los alumnos con el apoyo del profesor

1. Dobla un alambre de 18 cm. de longitud y construye rectangulos o cuadrados, mide el
area de las figuras construidas con ayuda de la cuadricula de la figura 1, completa la
siguiente tabla y contesta las preguntas subsecuentes..

Tabla 1. Construccioén de rectangulos y cuadrados con un
alambre de 18 cm. de longitud

longitud de la altura (cm) area del pares de la
base (cm) rectangulo funcién area:
construido (cm2) (base, area)
0
1
2
3
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Figura 1. Cuadricula para medir areas de rectangulos. Cada cuadrado mide 1 cm?.




2. ¢ Puedes construir rectangulos en los que la longitud de su base sea menor que 0 cm.?
Explica.

¢ Puedes construir rectangulos en los que la longitud de su base sea mayor que 9 cm.?
Explica.

De lo anterior se puede concluir que sélo es posible formar rectangulos con el alambre
cuando su base es mayor o igual a 0 cm., pero menor o igual a 9 cm., pues dentro de
este dominio de valores habra una altura posible para construir un rectangulo con el
alambre. Fuera de este dominio no es posible construir rectangulo alguno.

3. Para medir el area de los rectangulos construidos con el alambre hemos procedido de la
siguiente manera. Fijamos o predeterminamos la longitud de la base, construimos el
rectangulo y medimos su area empleando la cuadricula de la figura 1. De esta manera
podemos decir que el d@rea de cada rectangulo depende de la longitud de la base y
que, ademas, la longitud de la base no puede ser menor que 0 cm ni mayor que 9
cm. De esta manera tenemos ante nosotros la funcion area de un rectangulo (construido
con un alambre de 18 cm), de manera que podemos escribirla de la manera siguiente:

funcioén area: (base, drea),

en donde 0 < base < 9. Ahora, con las mediciones de la primera y tercera columna de
la tabla 1, y tomando en cuenta las restricciones de medida de la base, completa la
cuarta columna de la tabla 1, con ello tendras sélo 10 pares de la funcion altura.

4. Marca los puntos de la cuarta columna de la tabla 1 en el plano cartesiano de la figura 2.
Estos puntos pertenecen a la grafica de la funcién area, ;qué curva crees que trace?
Explica.
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Figura 2. Plano cartesiano.

base

5. Para percibir con mayor precision la grafica de la funcién area podemos calcular mas
pares ordenados de numeros o puntos de la forma (base, area), a condicién solamente
de que la longitud de la base esté entre 0 cmy 9 cm. Con esto en mente, completa la
siguiente tabla y marca los puntos de la tercera columna en el plano cartesiano de la

figura 2.

Tabla 2. Funcion area.

base area pares de la funcion area:
(cm.) (cm.) (base, area)

0.5

1.5

2.5




Tabla 2. Funcion area.

base area pares de la funcién area:
(cm.) (cm.) (base, area)

3.5

4.5

5.5

6.5

7.5

8.5

6. Para saber exactamente qué curva define la grafica de la funcion altura podriamos
continuar dividiendo el intervalo [0, 9] con mas y mas puntos, pero, ¢ este proceso tiene
fin? Explica.

7. Situ respuesta a la pregunta anterior fue que el proceso de divisién anterior no tiene fin,
0 sea, es infinito, entonces tenemos que usar otros medios para conocer de manera
precisa la forma geométrica que tiene la grafica de la funcion altura. En este caso ya no
se trata, al parecer, de un segmento de recta, sino de otra curva. ¢ qué curva (o parte de)
crees que sea? Explica.

En el caso de que la grafica de la funcion area sea una parte de una parabola vertical, o
de cualquier otra curva de segundo orden (circunferencia, elipse hipérbola o parabola),
entonces la grafica de la funcion debera quedar completamente caracterizada por cinco
puntos de la misma. Sin embargo este método geométrico es un poco mas laborioso y
se hara en las actividades extra clase. Aqui vamos a emplear un método mucho mas
eficiente que es el andlisis de regresion, método que sirve no soélo para funciones
polinomiales de segundo grado sino, en general, para una amplia gama de funciones y
que es empleado con frecuencia en estadistica y que la mayoria de las hojas de calculo
como Excel lo llevan a cabo como parte de su menu de opciones.



8. La manera de proceder con un analisis de regresion, a partir de los datos (base, area)
ya recabado en las tablas 1 y 2, con el programa Excel es como sigue.

a) Abrimos una hoja de calculo en Excel.

b) En la primera columna (columna A), editamos las longitudes de las bases de las tablas
1y2.

c) En la segunda columna de la hoja, editamos los valores correspondientes a las areas
de la base del rectangulo que les correspondan.

d) Una vez que hayamos hecho lo anterior, tendremos en la hoja de calculo dos
columnas con 19 datos cada una. Ahora las sombreamos y seleccionamos de la barra
de tareas "Asistente para graficos", como se muestra en la imagen siguiente:

F4 Microsoft Excel - parabola

J@ Archivo Edicion Ver Insertar Formato Herramientas Datos Ventana ?

DEEHS GRY 2@ Q= A4 e 2w

K) «

Asistente para graficos

e) Al elegir el "Asistente para graficos" se abre una ventana como la siguiente. En esta
ventana se debe elegir el tipo de grafico XY (Dispersion).

Asistente para graficos - paso 1 de 4: tipo de grafico
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f) Después, simplemente vaya aceptando las demas instrucciones hasta que llegue a la
ventana en donde se van a editar el titulo de la grafica ("Funcion area"), el nombre de
los valores del eje X ("longitud de la base") y el nombre de los valores del eje Y ("area
del rectangulo"). Por ultimo, Excel pregunta si quieres que la grafica aparezca en una
nueva hoja o en donde estan tus datos. Esto tu lo eliges.

Al hacer lo anterior te quedara una grafica parecida a la siguiente:

Funcion area
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Figura 3. Puntos de la funcién area establecidos en las tablas 1y 2.

g) Ahora, para "ajustar" nuestros datos, abre el menu "Gréfico" (no el "Asistente para
graficos") y elige la opcion "Agregar linea de tendencia". Al hacerlo se abrira la
ventana siguiente, en donde elegiras el Tipo Polinomial, de Orden 2. jTodavia no
cierres esta ventana!

Agregar linea de tendencia 2| X|

Tipo I Opciones I
~Tipo de tendencia o regresion

Lineal Logaritmica Polinomial
% * Periodo:
-7 e
Potencial Exponencial Media mavil

A partir de las series:

=

Aceptar Cancelar




h) Ahora selecciona la carpeta Opciones de esta ventana y marca las opciones
"Presentar ecuacion en el grafico", asi como "Presentar el valor R", como se muestra

a continuacion:

Agregar linea de tendencia | 2| X|

Tipo Opciones I
~Mombre de la linea de tendencia

* Automatica: Polindmica (Seriel)

" personalizada: |

~Extrapolar

Hacia delante: |U 3‘ Unidades
Hacia atras: IU 5‘ Unidades

s interseccion = IU
v Presentar ecuaciotnen el grafico
[V ‘Presentar el valor B cuadrado en el grafico:

Aceptar Cancelar

i) Al hacer lo anterior obtendras finalmente una grafica de la funcion area como la siguiente:

Funcion area
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Pero no s6lo has obtenido la grafica, sino también su expresion algebraica (al
ordenarle a Excel que presente la ecuacion del analisis de regresion), a saber, la
formulay =—x + 9x— 1E—14 que, en Ultima instancia podemos tomar como la formula

siguiente:
y=—x+9x

pues el valor 1E-14 es una forma abreviada de escribir el niUmero siguiente:



Por ultimo, cabe comentar que el valor R, que también calcul6 el programa, se llama
coeficiente de correlaciéon y es una medida de lo "lejano" o "cercano" que estan los
datos con relacion a la curva ajustada, o sea, la co-relacion entre los datos y la curva
que les imponemos para "ajustarlos". Mas aun, en la medida en que R: esté cercano
a 1, mejor sera esta aproximacion.

9. Por otra parte, la férmula calculada por medio del analisis de regresion la podemos
obtener algebraicamente (exactamente) de la siguiente manera:

a) Con el alambre hemos construido los rectangulos predeterminando la longitud de la
base (vea tabla 1), y esta longitud la elegimos de manera arbitraria, aunque dentro
del rango que va de 0 cm a 9 cm. Por esa razén diremos que la longitud de la base
es la variable independiente de la funcion area y emplearemos la letra "x” para
referirnos a ella.

b) Una vez elegida la longitud de la base "x” construimos el rectangulo y, con ayuda de
la cuadricula (o de otra manera), medimos el area del rectangulo que se obtiene al
doblar el alambre, de manera que ésta area se puede considerar como un resultado
de haber doblado el alambre con una longitud determinada (la base), por lo que
llamaremos a el area asi obtenida la variable dependiente, pues ésta depende de la
longitud de la base elegida al principio del proceso de doblez. Mas aun, llamaremos
a cada una de esas areas el valor de la funcién area, correlativa con su longitud de
base respectiva y nos referiremos a ella con la letra "y".

c) Ahora bien, ;como estan relacionadas las cantidades "x"y "y"? La respuesta a esta
pregunta la proporcionaran los calculos que hemos realizado para completar la
segunda y tercera columna de la tabla 1 o, de manera abreviada, los calculos
realizados para completar la segunda columna de la tabla 2. Recordando la manera
en que hemos realizado los célculos de la primera tabla tenemos lo siguiente:

i. Dada una longitud para la base del rectangulo, calculemos su altura "y", en
términos de la longitud del alambre (18) y de la longitud de la base "x”, de la
manera siguiente:

altura=y=

ii. Después calculemos el area del rectangulo obtenido y, como tanto la base "x”
como la altura "y" estan dados por la base misma "x", encontramos que el area
gueda en dependencia Unicamente de "x";

drea = base*altura = xy =

De esta manera, la funcioén area tiene la siguiente forma:
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10. Compara la formula de la funcién area que obtuviste en la pregunta anterior con la
férmula que se obtuvo por medio del analisis de regresion hecho por el programa Excel.
Escribe tus conclusiones al respecto.

11. Ahora calcula las dimensiones de los rectangulos (cuadrados) que puedan construirse
con alambre de 18 cm de largo y que tengan el area mayor posible.

12. Por ultimo, escribe tus conclusiones generales acerca de la funcion area analizadas en
esta secuencia didactica.

Grafica de la funcion area:

Dominio de la funcién area:

Co-dominio de la funcién area:

Formula de la funcion area:

Valor minimo de la funcién area:

Valor maximo de la funcién area.

Otras caracteristicas de la funcion area:

10



Este proyecto consiste en resolver el siguiente problema, para lo que se sugiere realices la
hoja de trabajo dada a continuacion.

Problema:

Se desea cercar un campo rectangular situado en la ribera de un rio. El material para la
cerca cuesta $80.00 por metro, para los dos extremos laterales, mientras que el costo del
material para el lado paralelo al rio (frente del terreno) es de $120.00 por metro. Si se tienen
$36,000.00, ¢de qué dimensiones tienen que ser los lados y el frente para obtener un area
maxima cercada?

1a. Parte. Acercamiento al problema.

A. Haz un croquis de la situacion planteada en este problema.

i. ¢Los lados laterales deben ser iguales?

ii. ¢El frente tiene necesariamente la misma longitud que alguno de los lados?




B. Modelacion del problema con GeoGebra.

Traza con GeoGebra la situacion planteada en el problema. Para ello considera lo siguiente.

1. ¢ Cémo modelarias la ribera del rio?

a) Con un segmento de recta.

2. ;Coémo acomodarias la ribera del rio en el plano de GeoGebra?

a) En cualquier posicion.

3. ¢ Cuantos lados de la cerca rectangular tienes que construir?

Numero de lados por construir =

4. Haz un rectangulo en donde uno de sus lados sea fijo (la ribera del rio), mientras que los

b) Con una semirrecta.

b) Horizontalmente.

tres lados restantes sean movibles.

c) Con una recta.

c) Verticalmente.

5. Con este modelo, y moviendo los lados de la cerca, completa la siguiente tabla.

longitud del lateral

(m)

longitud del frente

(m)

costo de la cerca

%)

100 50
100 36 000
150 200

250 36 000




C. Modelacion algebraica del problema.

¢ Qué variables de este problema pueden ser tomadas como variables independientes?

a) ¢ Como estan relacionados los lados, el frente y la cantidad de dinero que vas a invertir
en la cerca?

b) De esta manera el frente (o el lado) queda en dependencia del lado (frente). Despeja el
frente, para que el problema quede en dependencia de la variable independiente “lado”.

frente =
c) ¢Cual crees que es la funcion o modelo matematico de la situacion planteada en
el problema? Escribelo en la siguiente linea.

area terreno =

d) Compara tu modelo con el de los demas equipos y escribe el modelo que se concluye
después de esta discusion:

Calculo del area maxima posible bajo las condiciones del problema.
e) ¢Qué valor tiene el coeficiente de x27?

f) Este valor proporciona un maximo o un minimo.

g) Como te podras dar cuenta, la funcion anterior es una parabola. Escribela en su forma
estandar (o normal):

(Sugerencias: puedes emplear las formulas de la generalizacion del problema anterior,
la cual se anexa al final del documento).



h) ¢ Qué representan las coordenadas (h, k) del vértice de la parabola? (Nota: toma en
cuenta que no se te pregunta el valor de h y k, sino su significado).

h:
k:

i) ¢Cuanto tiene que medir el lado y el frente para esta area maxima?

lado = , frente =

Observaciones y conclusiones.

Escribe sucintamente tus observaciones y tu conclusion acerca del tema expuesto.

Generalizacion.

Lo anterior es una conclusion cuya formulacion general es la siguiente. Si un fenémeno o
situacion estd modelado por medio de una funcién cuadratica:

y=ax?+bx+c

Entonces dicha situacion alcanza su valor extremo para, en donde (h,k) son las
coordenadas del vértice de la parabola que describe esta funcién. Para calcularlas se
expresa a esta funcion en su forma estandar (o normal) que es la siguiente:

y=a(x—h)?+k

En donde:

h = b i
 2a k=c—1




El valor x=h da lugar a un minimo de la funcién, cuando a > 0; y un valor maximo cuando
a<o.

En nuestro caso la funcion que modela el area del rectangulo construido por la cerca es:

Por lo que:

y, puesto que a = —1 < 0 se tiene un valor maximo.

Este proyecto se basa en la resolucion del siguiente problema:

De una pieza de metal de 40 cm. de ancho por 3m. de largo, se va a construir un canal para
la lluvia doblando una lamina de la forma siguiente:

¢ Qué altura debe tener el doblez para que el volumen sea maximo?

La finalidad de este proyecto es hacer visible al estudiante diversas situaciones que
involucran cambio y que dan origen a funciones cuadraticas, para lo cual el alumno usara
la siguiente hoja de trabajo.



1a. Parte. Acercamiento al problema.
A. Haz un croquis de la situacion planteada en este problema.

i. ¢Los lados laterales deben ser iguales?

i. ¢La base tiene necesariamente la misma longitud que alguno de los lados?

2a Parte. Exploracién del problema con un modelo virtual.

i. Empleando el modelo virtual (Volumen Canal), completa la siguiente tabla.

ancho de la base area de la base altura volumen del canal
(m) (m2) (m) (m3)
0.40
0.08
0.95
0.04




3a Parte. Modelacion algebraica del problema.

Escribe una férmula para calcular el area de la base del canal de acuerdo con la longitud
de su ancho.

area de la base =

¢ Qué ocurre con la altura del canal, cuando cambias el ancho de su base? Explica
brevemente.

Establece una formula para obtener la altura del canal a partir del ancho que elijamos
para su base.

altura del canal =

. Escribe una formula para calcular el volumen del canal a partir del ancho que elijamos

para la base.

volumen del canal = . (1)

A partir de esta formula, que es una funcion cuadratica, calcula el valor del ancho de la
base para obtener el volumen maximo del canal.

ancho para el volumen maximo = m.

volumen maximo = m3.

4a Parte. Modelacion geométrica del problema.

Traza la grafica de la funcion del volumen (1) en GeoGebra.

¢ Cuales son los valores que el ancho de la base del canal puede tomar? Es decir, ¢ cual
es el dominio de la funcién volumen?

ancho minimo = m. ancho maximo = m.

¢, Cuales son los valores, minimo y maximo, que puede alcanzar el canal? Es decir, ¢ cual
es el rango de la funcién volumen?

volumen minimo = m:. volumen maximo = m:.




iv. En GeoGebra, encuadra la grafica de esta funcion de acuerdo a su dominio y rango.

v. ¢ Qué tipo de curva corresponde a la grafica de esta funcion?

vi. Describe la(s) simetria(s) de esta grafica anterior. ;Con respecto a qué objeto
geomeétrico se obtiene(n) esta(s) simetria(s)?

vii.; En qué punto de esta grafica encuentras su valor maximo?

viii. Escribe las coordenadas del punto maximo:
M:(

: )

iX. ¢, Qué relaciéon hay entre las coordenadas del punto M y el ancho de la base y el volumen
del canal?

Este proyecto se basa en la resolucion del siguiente problema.

Pedro tiene 100 m de malla de alambre y va a cercar un terreno rectangular para usarlo como
espacio de juegos ¢,Cuales son las dimensiones del terreno a fin de que el area encerrada sea
la mayor posible.
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1a. Parte. Acercamiento al problema.

Para resolver este problema, como cualquier otro, conviene imaginarnos la situacion
planteada bajo las condiciones del mismo. En este caso, por ejemplo, comencemos por

hacer un esbozo o esquema del problema.

a) Completa la siguiente tabla.

Tabla 1. Experimento con el area de un rectangulo.

largo ancho Area
(m) (m) (m2)
5
40
0
60
25
2
50

19



b) Describe brevemente la situacion cuando la longitud es igual a 0.

c) Describe brevemente la situacion cuando la longitud es igual a la mitad de la longitud del
alambre.

d) ¢ Qué ocurre si queremos que el ancho del terreno sea mayor que la mitad de la longitud
de la malla de alambre? Explica brevemente.

e) ¢Qué ocurre con el ancho y el area del rectangulo que formas cuando primero fijas la
longitud? ;Puede ser del tamafo que quieras? Explica brevemente.

Como puedes observar, el ancho queda automaticamente determinado cuando se fija la
longitud. Esto se debe a que la longitud, el ancho y la longitud de la malla de alambre
satisfacen la siguiente relacion:



Longitud de la malla de alambre = perimetro del rectangulo = 2*largo + 2*ancho.

De esta manera, podemos asumir que la longitud es la variable independiente del
problema, mientras que el ancho y el area quedan completamente (automaticamente)
determinadas a partir de aquélla; o sea, son variables dependientes.

a). Completa la siguiente tabla:

Tabla 2. Area de un rectangulo con la longitud de la base como
variable independiente.

largo ancho = area =

(m)

10

12

15

20

29

30

35

40

45

50

b) Marca los puntos (largo, area) que obtuviste en la actividad anterior en el siguiente plano
cartesiano.
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Figura 1. Puntos de la grafica de la funcién longitud vs area de un rectangulo con perimetro fijo.

c) ¢Encuentras alguna simetria con los puntos marcados en la grafica anterior? En tal caso,
¢con respecto a qué o quién esta dada? Explica.

d) ¢ Hay algun punto en donde la funcion tiene un valor maximo?




e) Escribe las coordenadas del punto extremo; o sea, escribe la longitud y el area para la
cual ésta es maxima: ( ) )-

Ahora obtendremos el modelo completo de la situacién bajo consideracion. Para ello, basta
considerar como esta dependiendo el area a partir de la base.

Recapitulando tenemos lo siguiente:
e la altura calculada a partir de la base:
e el area de un rectangulo:

e Porlo que se tiene lo siguiente:

area =

Esta ultima expresion, se suele expresar matematicamente de la siguiente manera:

Como sabes, esta ultima ecuacioén representa una parabola. Como hemos visto, este es el
modelo matematico del problema del rectangulo construido con una malla de alambre.
Ahora, para concluir nuestro estudio del area maxima de esos rectangulos hagamos lo
siguiente.

a) Determina la forma estandar (o normal) de la parabola dada por la ecuacion (1).

b) ¢ Qué representan las coordenadas (h, k)del vértice de la parabola? (Nota: se te pregunta
el significado de estos numeros, no su valor.)

h =

k =




Actividades adicionales para los alumnos.

Con base en estos 4 proyectos de trabajo y a lo expuesto en las fases de inicio y desarrollo,
resuelve los siguientes problemas tomando como base la estructura que se te proporciono
lineas arriba.

1. Determine las coordenadas del vértice de la parabola y = x? — 10x + 24.

2. Se desea hacer un canaldn con una lamina larga rectangular, metalica, de 12 pulgadas
de ancho. Se doblan dos orillas hacia arriba para que queden perpendiculares al fondo.
¢Cuantas pulgadas debe quedar hacia arriba para que el canaldén tenga capacidad
maxima?

3. Un proyectil se dispara verticalmente hacia arriba desde una altura de 600 pies sobre el
piso. Su altura en pies h(t) a los “t” segundos, estd expresada por:
h(t) = —16t% + 803t + 600.

a) Determine el tiempo en el que el proyectil alcanza su altura maxima.
b) ¢ Cual es la altura maxima alcanzada por el proyectil?

4. De una pieza de metal de 50 cm. de ancho por 5 m. de largo, se va a construir un canal
para la lluvia doblando una lamina de la forma perpendicular a la base. ¢Cuantos
centimetros debe quedar hacia arriba para que el canalon tenga capacidad maxima?

5. Pedro tiene 100 m. de malla de alambre y va a cercar un terreno rectangular para usarlo
como espacio de juegos ¢ Cuales son las dimensiones del terreno a fin de que el area
encerrada sea la mayor posible.

6. Roberto tiene 50 m., de tela de alambre para cercar una cancha de futbol rectangular. Si
su area fuera de 150 m?.

a) Si f(x) = area. ¢ Cual es la funcién que representa esta situacion?

b) ¢ Cuanto medira el largo y cuanto el ancho?
7. Determine dos numeros cuya suma sea 10 y cuyo producto sea maximo.
8. Obtenga dos numeros cuya diferencia sea 14 y cuyo producto sea minimo.

9. Un objeto se lanza verticalmente hacia arriba desde la azotea de un edificio, con
velocidad inicial de 144 pies/segundo, su distancia en pies sobre el piso a los segundos
esta dada por:

a) Calcule su altura maxima sobre el piso.
b) Obtenga la altura del edificio.
Respuesta: a) 424 pies, b) 100 pies.
Nota: la formula de Galileo para la caida libre, nos da la altura del objeto en cada instante
t de la caida. y(t) = —%g *t2 + V, * t + y,.. Simplificando y tomando g = 9.8 m/seg?.
y(t) = —4.9t% + V, * t + y,. Donde y, representa la altura del objeto.



